Test d’entrée TW3 : Premiere

Mathématiques (Programme de premiere)
Candidature année de premiere

1 Définitions

Donner la définition des termes suivants :
1. Racine carrée
2. Entier pair et entier impair
3. Nombres rationnels
4. Fonction croissante sur un intervalle I
5. Fonction affine
6. Suite croissante
7. Equation du second degré
8. Trindme

St vous ne connaissez pas ces définitions, elles seront d connaitre pour la suite.

2 Calcul algébrique

2.1 Cours : Démonstrations

Démontrer les formules suivantes :

1. Montrer que (a — b)(a® + ab + b?) = a® — b?

2. Montrer que (a — b)(a* + a®b+ a?b? + ab® + b*) = a® — b°
3. Montrer que (a + b)* = a* 4 4a®b + 6a%b? + 4ab> + b*
(

4. Montrer que (a+ b+ ¢)? = a? + b + ¢® + 2ab + 2ac + 2bc
Bonus : Proposer une factorisation de a” — b’

Question 5 : Factoriser 2 — 1 et 23 4+ 1



3 Second degré

3.1 Cours : Carte d’identité de la fonction f

Soit f la fonction définie par f(z) = —2x2 — 2z + 4.
Déterminer :

e Les coefficients a, b, ¢ et le discriminant A
e La forme canonique

o La forme factorisée (si possible)

e Le tableau de signes

e Le tableau de variations

3.2 Exercices

Exercice 1 : Résoudre les équations suivantes :
1. 22+42—-1=0
2. 2" =22 —6=0
3. 2" —b2?4+1=0

Exercice 2 :  On considére 'équation (E) : 2% — 723 + 822 — Tz +1=0

1\?2 1
1. Montrer que (;1: + ) —2=2x%+ —
x x

1 1
2. Soit = une solution de (E). Montrer alors que x2 + — =7 (:U + ) +8=0
x x

1
3. En utilisant le changement de variable y = x + —, résoudre 1’équation.
x

4. Résoudre de méme 1’équation : z* — 10x® + 2322 — 21z +1 =0

Exercice 3 :  Soit f définie par f(z) = 222 + 22 + 5.
1. Donner le tableau de signes de f

2. Donner le tableau de variations de f

9 1
3. Soit y € [2;4—00 {, résoudre 1’équation f(x) = y sur {—2;4—00 { On appelle cette solution
).

4. Calculer f(f~!(y)) pour tout y € [Z, —l—oo{

5. Calculer f~1(f(z)) pour tout x € [—;; —l—oo[

4 Suites
Exercice 1 : Donner les variations des suites suivantes :
n—2
1. (w,) définie pour tout n € N par w,, =
(wp) p par wn = -

. (tn) définie pour tout n € N par t,,, 1 =12 +t, + 1 et to = —1

2
3. (sn) définie pour tout n € N par s,41 = 52 — 35, +4 et 5o = 1



Exercice 2 : Suites arithmético-géométriques On considere la suite (u,) définie par up41 =
3uy, — 1 pour tout n € N et ug = 1.

1. Calculer u;.

2. Résoudre I'équation 3z — 1 = «.
1
3. On pose la suite (vy,) définie par v, = up — 3 Montrer que (v,) est géométrique.

4. En déduire I’expression de (vy,) puis de (uy,) en fonction de n.

Exercice 3 :  Soit (u,) définie pour tout n € N par u,4+1 = 3u, +5 et ug = 1.
Exprimer u,, en fonction de n.

3u, — 1
Exercice 4 :  On définit la suite (u,) par u,4+1 = HT pour tout n € N et ug = 3.
n

1. Calculer uq.

3r—1
2. Résoudre I’équation * =z
z+1

3. On pose (vy,) définie par v, = T Montrer que (vy,) est arithmétique.

n

4. En déduire une expression de (v,) en fonction de n.

5. En déduire une expression de (u,) en fonction de n.

Exercice 5 :  Soit (u,) définie par u,t2 = 2uy41 + 3u, pour n > 0 avec ug = 1 et u; = 5.
1. Calculer us.
2. Résoudre I’équation 22 — 2z — 3 = 0. On note r; et 9 les solutions (r1 <rg).

3. Soit (vy,) définie par v, = up41 — riu,. Montrer que (vy,) est géométrique et déterminer v,, en
fonction de n.

4. Soit (wy) définie par wy,, = up4+1 — rouy,. Montrer que (w,) est géométrique et déterminer w,, en
fonction de n.

5. En déduire u, en fonction de n.

5 Etudes de fonctions

Exercice 1 :  On définit la fonction f par f(z) = 23 — 422 + 2 + 2.
1. Donner le tableau de variations de f.
2. Résoudre I’équation f(z) — zf'(x) = 2. On note r la solution non nulle.
3. Donner I’équation de la tangente en 7.
4. Etudier la position relative entre C ¢ (la courbe de f) et la tangente en 7.

5. Déterminer toutes les tangentes paralleles a la tangente en r.



3"+ 1

Exercice 2 :  On considere la fonction f définie par f(x) = — 1
e
1. Donner ’ensemble de définition de f.
2. Donner les variations de f.
3. Montrer que pour tout = € R, f(z) + f(—z) = 4.
4. Mont fla) =1+ =2
. Montrer que f(x) = .
4 e’ +1
Exercice 3 :  On considere la fonction f,, définie par f,(z) = 2™(1 — x)" sur [0;1] avec n € N*.

1. Donner le tableau de variations de f,. En déduire sup,¢o, fn(z).
2. Montrer que la suite (uy,) définie par u, = sup,cjo,1] fn(2) est décroissante.

3. En déduire sup,,cy+ SUP,¢(0;1] fn(2).

4. Soit f, définie par f,(z) = ze e pour n € N* et z € Ry. Définir la suite (u,) par u, =
SUP,cR, fn(z) et calculer sup,,cn- SUp,cr N fn(x).



Corrigé - Test de Premiére

Définitions
1. (\/6)2 = a avec a > 0.
2. Pair : n =2k, Impair : n =2k +1 (k € Z).

3. Rationnel : 2 (p,q € Z,q#0).
q

4. Croissante : a < b = f(a) < f(b).

5. Affine : f(z) = ax +b.

6. Suite croissante : up+1 — upn > 0.

7. Equation du second degré : az? + bz + ¢ =0 (a # 0).

8. Trindéme : fonction polynomiale de degré 2 (ax? + bx + ).

Calcul algébrique
1. (a—b)(a® + ab+ b%) = a3 + a®b + ab® — ba® — ab® — b3 = a® — b.
2. Identique par développement distributif.
3. (a+b)* = a* + 4ab + 6a%b® + 4ab’ + b,
4. (a+b+c)? = a® + b* + c® + 2ab + 2ac + 2be.
5. Bonus : a” — b" = (a — b)(a® + a®b + a*b? + a®b® + a®b* + ab® + b5).

6. 22 —1l=(@x-D@®+z+Detz®+1=(z+1)(2?—z+1).

Second degré

Carte d’identité : a=-2b=-2c=4 = A= (-2)2-4(-2)(4) =4+ 32 = 36.
1\ 9
Forme canonique : f(z) = —2 (a: + 2) avik

Forme factorisée : f(z) = —2(z — 1)(z + 2).
9
Variations : Croissante sur | — co; —1/2] puis décroissante sur [—1/2; +00[. Maximum en 7

Signe : Positif sur [—2; 1], négatif a I’extérieur.

Exercice 1: 1)z =-2++5
2)Posery:x2:>y2—y—6:0:>y:3ouy:—2:>x:j:\/§.
5+ /21 N 51\/21.*

3)Posery:x2:>y2—5y+1:0:>y:T r ==+ 5

coquille du texte original qui mentionnait 29 au lieu de 21)*

(Correction de la

1\? 1 1
Exercice 2 : 1) (11—|—> —2:x2—|—2+—2—2:m2—|——2.
x x x

2) En divisant 1’équation par x?

, on obtient 1’égalité.
1

3) En posant y = x + —, I'’équation devient 4> — Ty +6=0 = y =1 ou y = 6.
x

Pour y =1 = 22 — 2+ 1 =0 (pas de solution réelle).
Poury=6 = 22 —6x+1=0 = 2 =34+2V2.



Exercice 3: A=4-40=-36 <0 = f(z) > 0 toujours.

B —14+2y—-9
fy) = S
Suites
Exercice 1 : 1) 0 > (0 = croissant
X : Wptl — Wy = ——————— roissante.
i " (n+2)(n+3)

2) thy1 —tn =12 +1>0 = croissante.
3) Sni1 — Sn = (5, —2)2 >0 = croissante.

1
Exercice 2 : 1) u; =2 2)z = 3 3) vp+1 = 3v, = géométrique de raison 3.
1 1 1
4)Un:§><3":>un:§><3"+§
9 5
E ice 3 : =—-—x3" - -
xercice Un = 5 X 5
. 1 . - .
Exercice 4 : 1) u; =4 2)z=1 3) Uny1 = vy + 5 = arithmétique de raison 1/2.
2 n+1 . n+3
UV, = Uy = .
" 2 " n+1
Exercice 5 : 1) ug =13 2Q)z=—loux=3 = r =—1,r,=3.
D vp=6x3" 4)w, =-2x (—1)"
1
5) up = 1(6 x 3" +2x (=1)").
Fonctions
4 —+/13 44+ +/13
Exercice 1 : 1) f/(x) = 32?2 — 8z + 1, racines z1 = —3 et x9 = %

Q)z=0ouz=2 = r=2.

3) Tangente en 2 : y = —3x + 2.

4) h(z) = f(z) — (—3z +2) = z(x — 2)%. Cy est au-dessous de la tangente sur | — co; 0] et au-dessus
sur [0; 4-o00].

5) Tangente en x = 1/3.

2 X
Exercice 2: 1) Dy =R 2) fl(x) = ﬁ >0 = croissante.
e

. 1
Exercice 3 : 1) sup fn(z) = fn(1/2) = yix
2) Up+1 — up < 0 = décroissante.

3) Le maximum est atteint pour n =1 = T
1
6_1/2 — Supup = Uy = —6_1/2.

V2

4) uy =



