Test d’entrée TW3 : lere/Terminale

Mathématiques (Programme de 1lére)

Candidature année de lere / Début de terminale

Définitions :

Donner la définition des termes :

Racine carrée :

Entier pair et entier impair

Nombres rationnels

Fonction croissante sur un intervalle I

Fonction affine
Suite croissante

Si vous ne connaissez pas ces définitions alors elles vous seront a connaitre.

Calcul algébrique :

Cours : Démontrer les formules suivantes

1) Montrer que (a — b)(a® + ab + b?) = a® — b?

2) Montrer que (a — b)(a* + a3b + a?b? + ab® + b*) = a® — V°
3) Montrer que (a + b)* = a* + 4a®b + 6a%b* + 4ab® + b*

4) Montrer que (a + b+ ¢)? = a? + b* + ¢® + 2ab + 2ac + 2bc
Bonus : Proposer une factorisation de a7 — b7

5) Factoriser 23 — 1 et 23 + 1

Ces formules seront dorénavant a connaltre.



Second degré :

Cours : Carte d’identité de f définie par f(x) = —22°>—2z+4

Donner ainsi: a= b= c¢= A=
Forme canonique

Forme factorisée (si possible)

Tableau de signe

Tableau de variations.

Exercice 1 : Résoudre les équations :

Da?+4r—-1=0 2)2*—22-6=0 3)az*—-522+1=0
Exercice 2 :
On considere I'équation (E) 2% — 723 +82% —7Txr +1=0
1\? 1
1) Montrer que (:1: + ) -2=z*+
x x
. . 5 1 1
2) Soit x solution de E. Montrer alors que z°+ — =7z + — | +8=10
x x
1
3) En utilisant le changement de variable y =  + — résoudre I’équation.
x
4) Résoudre I'équation : % — 1023 + 2322 — 21z +1=0

Exercice 3 :
Soit f définie par f(z) =222+ 2z +5
1) Donner le tableau de signe de f

2) Donner le tableau de variations de f

3) Soit y € [g, 400 [, résoudre ’équatioon f(z) =y sur {_

5 ;+oo[.

On appelle cette solution f~!(y).
e e . 1 asps 9
On définit ainsi la fonction f~* définie sur 5 400
- 9
4) Calculer f(f~'(y)) pour tout x € 5 —+00

5) Calculer f~1(f(z)) pour tout = € [_21;+oo[



Suites :

Exercice 1 : Donner les variations

n—2

n+2

2) (t,) définie pour tout n € N par t,,,1 =t2 +t, + 1l et tg = —1
3) (sy) définie pour tout n € N par s,,41 = s2 — 3s, +4 et 5o =1

1) (wy,) définie pour tout n € N par w,, =

Exercice 2 : Suites arithmético-géométriques

On consideére (u,,) définie par : u,11 = 3u, — 1 pour tout n € N et ug =1
1) Calculer u;.
2) Résoudre I’équation 3z — 1 = z.

3) On pose la suite (v, ) définie par v, = u, — =

Montrer que (v,,) est géométrique.
4) En déduire l'expression de (v,,) et de (u,) en fonction de n.

Exercice 3 :

Soit (uy,) définie pour tout n € N par u, 1 = 3u, + 5 et ug = 1.
Exprimer u,, en fonction de n

Exercice 4 :

3u, — 1
On définit (u,,) définie par u,+1 = ui_’_l pour tout n € N et ug = 3.
Uy,
1) Calculer uy.
-1
2) Résoudre I'équation * =z
z+1

3) On pose (v,) définie par v, = ——

n
4) En déduire une expression de (v,) en fonction de n.

5) En déduire une expression de (u,) en fonction de n.

T Montrer que (v,,) est arithmétique.

Exercice 5 :

Soit (uy,) définie par uyyo = 2uny1 + 3u, pour n > 0et ug =1, u; =5

1) Calculer us

2) Résoudre I'équation 22 — 22 — 3 = 0. On note r; et ro les solutions (r; < 7)
3) Soit (v,,) définie par v, = up+1 — r1u,. Montrer que (v,,) est géométrique et
déterminer v,, en fonction de n

4) Soit (wy,) définie par w, = up+1 — T2u,. Montrer que (w;,) est géométrique
et déterminer w,, en fonction de n

5) En déduire u,, en fonction de n.



Etudes de fonctions :

Exercice 1 :

On définit la fonction f définie par f(z) = 2® — 42? + x + 2
1) Donner le tableau de variation de f

2) Résoudre I’équation f(z) —zf'(z) =2

On note 7 la solution non nulle de I’équation.

3) Donner I’équation de la tangente en r

4) Etudier la position relative entre C la courbe représentative de f et la
tangente en r

5) Déterminer toutes les tangentes paralléles a la tangente en r.

Exercice 2 :

3e” +1
On considere la fonction f définie par f(x) = ex _:—1
e

1) Donner ’ensemble de définition de f
2) Donner les variations de f

3) Montrer que pour tout z € R f(z) + f(—x) =4

2e”

et +1

4) Montrer que f(z) =1+

Exercice 3 :

On considere la fonction f définie par f,(z) = z™(1 — x)™ sur [0;1] et n € N*

1) Donner le tableau de variation de f. En déduire sup f,(z)
z€[0;1]
2) Montrer que (u,) définie par u, = sup f,(z) est décroissante.
z€[0;1]
3) En déduire sup sup fn(z)
neN*ze[0;1]

4) Soit f,, définie par f,(z) = ze="*% pour n € N* et x € Ry

Définir la suite (u,,) définie par u, = sup f,(z) et calculer sup sup f,(z)
TER Y neN*zeR



Corrigé :

Définitions :

1) Soit a un réel positif, on appelle racine carrée de a et on note /a le réel
positif /a tel que \/52 = a.

2) Soit n un entier, n est impair s'il existe un entier k tel que n = 2k + 1
Soit n un entier, n est pair s’il existe un entier k tel que n = 2k

3) On appelle nombre rationnel tout nombre de la forme b avec p et ¢ en-
q

tiers

4) Soit f une fonction définie sur un intervalle I, f est dite croissante si pour
tout a et b € 1, tels que a > b alors f(a) > f(b)

5) Une fonction affine f est une fonction définie sur R de la forme f(x) = ax+b
pour tout € R avec a et b € R. Le nombre a est appelé : coefficient directeur.

6) Soit (u,,) une suite, elle est dite croissante si pour tout n € N : w, 11 —u, > 0

7) On appelle équation du second degré, toute équation d’inconnue x de la
forme az? + bx 4+ ¢ = 0 avec a, b, ¢ réels et a # 0

8) fonction polynomiale de degré 2, autrement dit : fonction de la forme f(z) =
ax? + bx + ¢ avec a, b, ¢ réels et a non nul.

Calcul algébrique :

1) (a —b)(a® + ab+ b%) = a® + a®b + ab® — a®b — ab® — b3 = a® — b3

2) Méme calcul

3) (a+b)* = (a® + 2ab + b?)(a® + 2ab + b?) = a* + 4a®b + 6ab? + 4ab> + b*
4) (a+b+c)?=a%+2a(b+c)+ (b+c)? =a®+b%+ c? + 2ab + 2ac + 2bc
Bonus : a” — b7 = (a — b)(a® + a®b + a*b? + a3b® + a?b* + ab® + b%)

52t —1=(x—-1)(z?+z+1)etad+1=23—(-1)3=(z+1)(2* —2z+1)



Second degré :

Cours :

a=-2 b=-2 c=4 A=

1\* 1 1\* 9
Forme canonique : fa(z) = —2 <(x + 2) —1” 2> =-2 <<x + 2) — 4)

Forme factorisée : fo(x) = —2(z — 1)(x + 2)
Tableau de variation de fs :

T —0Q

fole) / \

Tableau de signe :

T —00 -2 1 +00

fa(x) - 0 + 0 -

Exercice 1 :
1)1;:—2—\/56‘5,@:—2—1—\/5
2) On pose y = z2 on résout y?> —y —6 =0donc y = —2 et y = 3. 22 = -2
n’admet pas de solution, z2 = 3 admet deux solutions : z = /3 et z = —/3

. 5—v29
3) On pose y = z2 on résout y2+5y+1 =0doncy = —

5 \/
car négatif or y = 2%, y = +

[5+v29 /5+v29
L’équation admet donc deux solutions : + +

Exercice 2 :
1 1 1
D(+-)2-2=224+24+— =22+ =
) ( x) 2 x?
2) z est non nul (0 n’est pas solution de I’équation) donc en divisant par z2 on
obtient ’égalité.

pas de solution

1

3) D’apres la question 1 y? — 2 = 22 + — l'équation devient aprés changement
T

de variable :

2 —2—-Ty+8=0soit y> —Ty+6 =0y =1et y =6, on revient en z :



1 1
r+ = = 1soit 22 + 1 = 2 soit 22 — x + 1 = 0 pas de solution. = + — = 6 donc
x x

22 — 6z + 1 = 0 on résout etc.

4) On divise par 22 on obtient 1’équation aprés changement de variable : 32 —

10y + 21 = 0 les solutions sont 7 et 3 on revient en x on résout.

Exercice 3 :

1) On résout tout d’abord 'équation f(x)

= 0 c’est-a-dire 222 + 22 +5 = 0
A =4—-4x%x2x5=-36 donc 'équation f(z) =

0 n’admet pas solutions réelles

Comme a =2 > 0 on en déduit le tableau de signe :

x —00 —+00

f(z) +

-1
2) a > 0 donc f est croissante sur [7; ~+oo[ et décroissante sur | — co; —

-1
De plus f(7) _9 on en déduit donc :

2
t - - +
O 7 0
/(@) \ ; /
5

9
3) Soit y > 5 on résout I'équation f(x) =y c’est-a-dire : 222 +2x +5 =1y

Soit 322 +2x+5—y=0donc A =4—-4x2x (5—y) =4—40+ 8y = 8y — 36
9
ory2§donc8y—3620
—2—8y—36 —-1—-2y—-9

L’équation admet donc deux solutions : 1 = 1 = 5
—14 250
2

— 5
Or z; ¢ [7, +ool et 2 € [6, +oo[ donc l’équation f(x) = y admet une unique

—14+2y—9
2

et xo =

-1
solution sur [7; +oo[ qui est :

4) par définition de f~!(y) c’est la solution de I'’équation f(x) = y donc f(f~1(y)) =
Y



5) [~1(f(x)) = —1+ \/22f(33) -9 -1+ \/2(230224- 20+5) -9 _

1+ VA 441 14 /(224 1)2
B 2 B 2

-1
Orze [7, +oo[ done 2sz + 1 > 0 donc /(2x + 1)2 = 22 + 1 ainsi :

) =

Suites :

Exercice 1 :
n+1-—2 n—27n—1 n—2

Tn+1+42 n+2 n+3 n+2
(n—1)(n+2)—(n—-2)(n+3) n*+n—-2-n>—n+6 _ 6

(n+3)m+2) T me3mt2) s -
0 Donc (wy,) est croissante.

1) Soit n € N On calcule w11 — w,

2) Soit n € N On calcule t,.1 —t, = t2 +t, +1—1t, = t2 +1 > 0 donc
(t,,) est croissante.

3) Soit n € N On calcule s,41 — s, = 8721/ —3s, +4—s, = si —4s, +4 =
(sn —2)% > 0 donc (s,,) est croissante.

Exercice 2 :

Duy =3—-1=2 2)3z—1=xdoncz=

N)\OJN”H

3) iy = LI B — 3(upy — 1) =3
Un+41 = Up+1 2— Unp 2_ Up, = o Un 2 = oUn

Donc (vy,) est géométrique de raison 3.

1 1 1
) vo = ug 5 5= 3 onc v, 5 x 3" donc u,, vn—i—Q 5 X 3 +2

Exercice 3 :

On résout I'équation 3x + 5 = z soit x = >

5 9
On pose v, = u, + 2 (vn) est géométrique de raison 3 (le montrer) vy = B et

9 5
d n==XxX3"—=
pnc u 2><3 5



Exercice 4 :
o 3U0 —1 - 9-1

1 = =—=4
e
3z —1
2) x+1 =z donc 3z — 1 =x(x + 1) donc 22 — 22+ 1 =0 donc (x —1)2 =0
x
donc z =1
1 1 Uy + 1 Uy +1 Up — 142
3) o1 = 1~ 3wl 17 By, —1 1 2up—2  2u,-2
Upt1 — P -1 Up — 1 —uy — Up — Uy, —
Up — 1 n 2 1+ 1 1+ o q 1+
= -+ —=—-+4v,. On adonc : v, =5 T Un.
2un—1)  20un—1 2 up—1 2 T
Donc (vy,) est arithmétique de raison 3
1 1 1 1
4) vy = — = donc v, = Zm + =
) v w13 onc v 2n—|—2
1 1 1 1 2
5) v, = doncu,—1=—doncu, = —+1=3—-—+1= +1
Uy — 1 Uy, Un 5(n+1) n+1
Doncun:n+3
n+1

Exercice 5 :

1) Us = 2uy + 3ug =10+ 3 =13
2)x272I73:OA:(72)274X1X(*3):4+12:16

2—4 244
L’équation admet deux solutions réelles : z1 = — = —letx= % =3
3) VUp = Upt1+Up (Tl = _1) donc Un41 = Upt2 T Upr1 = 2Un+1 +3un+un+1 =

3(tpt1 + tp) = 3v, Donc v,+1 = 3u,, donc (v,) est géométrique de raison 3

vo = ur +u =5+1 =6 donc v, = 6 x3"4) w, = upt1 — 3u, donc

Wpt1 = Upt2 — JUpy1 = 2Up41 + 3Up — 3Upt1 = —Upt+1 + 3u, = —w, Donc
Wpt1 = —Wy, donc (wy,) est géométrique de raison —1
wo = uy — 3upg =5 —3 =-2donc w, =—-2x (=1)"

1
5) Up — Wpn = Upt1 +Un — (Unt1 — 3Uyp) = 4u,, donc u,, = 1(6 x 3" +2x (=1)")

Fonctions :

Exercice 1 :

1) On calcule la dérivée, f'(z) = 322 — 8z + 1, on étudie le signe de la dérivée,
f" est un trinéme donc : A = (=8)2 =3 x4 x 1 =64 — 12 =52

§-2V13 _4-V13  _4+4VI3
6 3 3

f" admet donc 2 racines : x1; = 9



On en déduit le tableau de variations de f :

T —00 X1 X2 +o0o
f'(x) + 0 - 0 +
f(xl)
fx) / \ /
f(il?z)

2) On résout I'équation f(z) —zf'(z) =2 :
23 —d2? +x+2—-2(322 —8xr+1) =2 soit 23 —4a? +x — 2322 -8z +1) =0

Soit x(2? — 4z + 1 — 322 + 8z — 1) = 0 soit 2?(—2x + 4) = 0 les solutions
de I’équation sont donc 0 et 2.

3) La solution non nulle est » = 2. On va appliquer la formule de 1’équation de
la tangente en r = 2 donc : y = f/(2)(z — 2) + f(2)

On calcule f/(2) = 3x22—8x2+1 = 12—16+1 = -3 doncy = —3(z—2)+f(2) =
=3z —6+ f(2) or =3 x 2+ f(2) = f(r) — f'(r)r = 2 donc I'équation de la tan-
gente est y = —3z + 2

4) On veut savoir quand Cj est au dessus ou en dessous de T, la tangente,
donc on étudie le signe de la fonction h définie par h(z) = f(x) — (—3z + 2) :

h(z) =23 —4x? +2+2— (=32 +2) = 23 —4a? + 4o = 2(2? — 4o +4) = 2(x —2)?
ainsi les signe de h(x) est celui de « donc C est en dessous de la tangente en 2
sur | — 00; 0] et au dessus sur [0; +00]

5) Une tangente est une droite, donc elle représente une fonction affine, or deux
fonctions affines sont représentées par des droites paralleles si et seulement si
elles ont le méme coefficient directeur. Ainsi la tangente en un point x est par-
allele & la tangente en 2 si f/(z) = f/(2) = —3.

On résout I'équation f/(x) = —3 soit : 322 —8r + 1= -3

302 —8r+4 =0. A =64—-4x3x4 = 8@8—6) = 16 ainsi "équation
8§—4 1 8+4 12

=-e

3

oy = ——— = — =2

admet deux solutions : 1 = —— = 5 o

6

1
Ainsi la seule tangente parallele a la tangente en 2 est la tangente en 3

10



Exercice 2 :

1) Il faut que e* + 1 ne s’annule pas or e® est strictement positif donc e* 41 # 0
quelque soit x € R ainsi Dy =R

2) f est dérivable comme quotient de fonctions dérivables sur R, et de dérivée :
() e (e +1) —e®(3e” + 1) 2e®
x) = =

(e 7102 = 1) > 0 sur R donc f est croissante
sur R

3" +1 27741 B+ 1)(e "+ 1)+ 3 —x+1)(e" +1)

3) 0 lcul —x) = =
) On calcule f(z)+f(—=z) e + = 11 (e + D)(e= + 1)
343" +e P+ 1+3+3e 7 +e?+1  8+4e” +4de?
24+ et e @ C 24et e
3e* +1 e’ + 1+ 2e” e +1 2e* 2e”
4 — — = :1 e
) 1 (@) er 4+ 1 e* + 1 e”’+1+e$+1 +€x+1

Remarque : On aurait pu partir de la réponse mais partir de 'inconnu vous
rendra indépendant de la formulation de la question et vous étes désormais
ae® +b
ce* +d

capable de déterminer des primitives de fonctions de la forme f(x) =

Exercice 3 :

1) fn est dérivable sur R donc sur [0;1] et :

fl(x) =na" (1 —2)" —na"(1 — )" !

Donc f/(x) = nz" (1 —2)" (1 -2 —2) =naz" (1 —2)" (1 - 22) On en
déduit le tableau de variations

x 0 L 1
2
T (x) + 0 -
1
1 1 1 1
D 3 —f(2) = (2)"(1 = =) = —
e sw fu() = fag) = ("1~ )" =
1 1 1 11
2) tn = sup fu(e) = g done wngy —un = gy = gp = (G- D) =
1 -3
RS < 0 donc (u,) est décroissante.

3) Donc comme (u,) est décroissante, la plus grande valeur prise par u,, est

11



1
enn=1donc sup sup fp(z)=u; = -
neN*ze[0;1] 4

4) fi(x) = 6_”2’“'(1 — 2na?) ainsi on en déduit :

1
T (x) + 0 -
fn(n)
1 1 .
Donc uy, = fi( )= e~ 2. Donc : sup sup fp(z) =u; =

V2n V2n neN*zeR,

12
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